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Resumen
Se indaga sobre la geometr´ıa af´ın del Λ-dodecaedro, uno de los 92 poliedros
convexos (no uniformes) de caras regulares mixtas. Es un 12-edro con
simetr´ıa central y un eje de simetr´ıa, de cuatro caras cuadradas en su zona
ecuatorial y cuatro caras triangulares en cada polo (Ver Figura 1), cuyas
propiedades descriptivas son tabuladas en una matriz Λ de orden 2×5. Su
imagen automorfa af´ın es el Λ-dodecaedro af´ın (Ver Figura 2), considerado
estrate´gicamente como una esfera respecto a una norma sobre R3, con-
cebida para uniﬁcar y estudiar la geometr´ıa del so´lido. Tambie´n, adema´s
de obtener su representacio´n cartesiana, se describe la estereometr´ıa del
12-edro af´ın.
Introduccio´n
Se dice que un poliedro es uniforme si todas sus caras son pol´ıgonos regulares (no
necesariamente de la misma especie) y todos los ve´rtices son congruentes. Adema´s
de las dos familias de prismas y antiprismas (o prismas oblicuos, o prismatoides o
prismoides) de caras regulares, hay 18 poliedros convexos uniformes, a saber, los
cinco so´lidos plato´nicos y los trece so´lidos arquimedianos. En total, 20 poliedros
convexos uniformes ([3] pp. 148 - 151; [5] pp. 147 - 149; [6] pp. 187 - 188).
Sin embargo, en general y de acuerdo a V. A. Zalgaller ([11] y N.W. Johnson,
existen 92 poliedros convexos de caras regulares no necesariamente de la misma
especie, adema´s de los 20 poliedros anteriores ([7] pp. 24 - 27). Uno de tales
poliedros es el Λ-dodecaedro (a falta de nombre llamado as´ı en el presente doc-
umento), cuyas propiedades descriptivas esta´n tabuladas en una matriz Λ de
orden 2× 5 (Ver 1.2.1 y deﬁnicio´n 1.2). Es un 12-edro convexo con simetr´ıa cen-
tral y un eje de simetr´ıa, de cuatro caras cuadradas y ocho caras triangulares
(Ver Figura 1).
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Su geometr´ıa au´n se encuentra en un letargo cla´sico y an˜ejo, razo´n por la cual,
en el presente trabajo, acometeremos un estudio novedoso y sistema´tico del
poliedro, enmarcado en una trama matema´tica de a´lgebra lineal, ana´lisis con-
vexo y topolog´ıa, que potencializa, uniﬁca y clariﬁca su geometr´ıa af´ın.
En efecto, se indaga sobre el Λ-dodecaedro af´ın (Ver Figura 2), la imagen auto-
morfa af´ın del Λ-dodecaedro, considera´ndolo metodolo´gicamente como una esfera
respecto a una norma sobre R3 (Lema 2.1). Dicha norma y la combinacio´n li-
neal promedio de los ve´rtices (Lema 1.5) ﬂexibiliza la geometr´ıa del 12-edro af´ın,
obtenie´ndose para e´l una representacio´n cartesiana reducida (Teoremas 2.2, 3.1
y Corolario 4.1).
Finalmente, utilizando un importante resultado del a´lgebra lineal (ignorado en
nuestro medio), segu´n el cual se correlaciona el volumen de un so´lido y el de su
imagen automorfa af´ın, se describe la estereometr´ıa ma´s importante del
Λ-dodecaedro af´ın (Teorema 5.1).
Denotaremos con letra mayu´scula los puntos de R3, su producto interior usual
por un punto · y el producto vectorial mediante una cruz ×.
Los lemas 1.5 y 2.1, los teoremas 2.2, 3.1 y 5.1, como el corolario 4.1, consigna-
dos en la presente investigacio´n son originales. Constituyen aportes concebidos y
demostrados por el autor.
1. Un dodecaedro de caras
regulares mixtas
1.1. Descripcio´n del poliedro
Consideremos el dodecaedro convexo de caras regulares mixtas, ve´rtices V′1, . . . ,V
′
10
y centro
G′ =
1
2
(V′i + V
′
i+5) i = 1, . . . , 5, (1.1.1)
dispuestos como en la Figura 1.
Utilizando la simbolog´ıa consignada en el libro de Robert Williams ([10] p. 61),
entonces el poliedro tiene las siguientes propiedades descriptivas,
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F3 F4 V4 E4−4 E3−4
8 4 10 4 8 ,
donde F, V y E son las iniciales de las palabras inglesas face (cara), vertex (ve´rtice)
y edge (arista). En esta notacio´n los enteros de la segunda ﬁla denotan: 8 caras
triangulares (equila´teras), 4 caras cuadradas, 10 ve´rtices con 4 aristas, 4 aristas
comunes a caras cuadradas, 8 aristas comunes a caras triangulares y cuadradas,
respectivamente.
G′
V′1
V′2
V′3
V′4
V′5
V′6
V′7
V′8
V′9
V′10
Figura 1: El Λ-dodecaedro de centro G′ =
1
2
(V′i + V
′
i+5), i = 1, . . . , 5
Fuente: El Autor
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1.2. Definicio´n
Por esto, interpretando sus columnas como anteriormente, la matriz
Λ =
(
F3 F4 V4 E4−4 E3−4
8 4 10 4 8
)
(1.2.1)
describe, de manera completa y gene´rica, el dodecaedro de la Figura 1, el cual
llamaremos el Λ-dodecaedro.
1.3. Ilustracio´n
A continuacio´n se dan los ve´rtices de un Lambda-dodecaedro de centro el origen
0 y arista 2, 

V′1 = (−1,−1,−1) , V′2 = (1,−1,−1) ,
V′3 = (1, 1,−1) , V′4 = (−1, 1,−1) ,
V′5 = (−
√
2− 1, 0, 0) ,
V′i+5 , i = 1, . . . , 5,
(1.3.1)
dispuestos como en la Figura 1, donde V′1, . . . ,V
′
4,V
′
i+5 = −V′i, i = 1, . . . , 4, son
los ve´rtices del cubo de Edmund Hess de centro 0 y arista 2 ([4] p. 52).
Si θ12 = ∠V′1 0 V′2 entonces
V′1 · V′2 = 1 y V′1 · V′2 = ||V′1|| ||V′2|| cos θ12 = 3cos θ12,
expresiones que implican
cos θ12 =
1
3
(1.3.2)
1.4. Definicio´n
Un Λ-dodecaedro af´ın es la imagen de un Λ-dodecaedro bajo un automorﬁsmo
af´ın de R3 (Ver Figura 2).
En el siguiente lema se expresa expl´ıcitamente cada ve´rtice del Λ-dodecaedro
como una combinacio´n lineal promedio (la suma de cuyos coeﬁcientes es uno) del
centro y tres ve´rtices ﬁjos.
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1.5. Lema
Sea V′1 . . .V
′
10 un Λ-dodecaedro de centro G
′ dado en (1.1.1), y ve´rtices dispuestos
como en la ﬁgura 1. Entonces

V′4 = V
′
1 − V′2 + V′3 ,
V′5 = G
′ +
1 +
√
2
2
(V′1 − V′2) ,
V′i = 2G
′ − V′i−5 , i = 6, 7, 8,
V′9 = 2G
′ − V′1 + V′2 −V′3 ,
V′10 = G
′ +
1 +
√
2
2
(V′2 − V′1)
(1.5.1)
Demostracio´n. Puesto que V′1 . . .V
′
4 es un cuadrado, entonces sus lados opuestos
son iguales y paralelos, tal como se indica en la primera ecuacio´n de (1.5.1).
Teniendo presente que los puntos V′1, . . . ,V
′
4,V
′
i+5 = 2G′ −V′i, i = 1, . . . , 4, son
los ve´rtices de un cubo de centro G′ y circunradio R, entonces por el Teorema
del Coseno aplicado al tria´ngulo iso´sceles V′1 G
′ V′2,
l2 = R2 + R2 − 2R2 cos θ12 =
4
3
R2 (Por (1.3.2)),
o bien,
l =
2
√
3
3
R , (1.5.2)
donde l es la arista del Λ-dodecaedro. Se sigue para la diagonal d del cuadrado
V′1 V
′
4 V
′
7 V
′
8 (esto es, de las caras cuadradas del Λ-dodecaedro) la expresio´n
d =
2
3
√
6 R (1.5.3)
Ahora, dado que los cuatro tria´ngulos en V′5 y V
′
10 = 2G
′ − V′5 son equila´teros
(Ver Figura 1), entonces las pira´mides regulares que determinan tienen como
bases dos caras opuestas del mencionado cubo, cuyos centros son las proyecciones
ortogonales (sobre dichas caras) de sus a´pices V′5 y V
′
10. Por esto la recta a trave´s
de e´stos dos puntos, es un eje de simetr´ıa comu´n del cubo y el Λ-dodecaedro. Y
por ende, los vectores V′1 − V′2 y V′5 − G′ son paralelos y del mismo sentido, es
decir, existe un escalar t > 0 tal que
V′5 −G′ = t(V′1 − V′2) (1.5.4)
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De este modo, si C es el centro del cuadrado V′1 V
′
4 V
′
7 V
′
8 (la base de la pira´mide
de a´pice V′5) entonces por el Teorema de Pita´goras aplicado al tria´ngulo recta´ngulo
V′1 C V
′
5 ,
C V′5
√
l2 −
(
d
2
)2
,
esto es, segu´n (1.5.2) y (1.5.3),
C V ′5 =
√
6
3
R , (1.5.5)
razo´n por la cual
||V′5 −G′|| =
l
2
+ C V′5 =
√
3
3
(
1 +
√
2
)
R
De aqu´ı, al tomar norma en ambos miembros de (1.5.4), hallamos
√
3
3
(
1 +
√
2
)
R = t||V′1 − V′2|| = lt,
lo que implica, a la luz de (1.5.2) ,
t =
1 +
√
2
2
,
y por ende,
V′5 = G
′ +
1 +
√
2
2
(V′1 − V′2)
Las dema´s combinaciones lineales promedio para V′6, . . . ,V
′
10 en (1.5.1) resultan
de (1.1.1),
V′i+5 = 2G− V′i ,
teniendo en mente las correspondientes combinaciones lineales promedio de V′4 y
V′5.
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2. Geometr´ıa y Topolog´ıa del Λ-Dodecaedro af´ın
2.1. Lema
Si a > 0 y A, B, C son vectores linealmente independientes en R3, entonces la
funcio´n ϕ : R3 → R representada por
ϕ(X) = ma´x
{
a
(
|A · X|+ |B · X|
)
+ |C · X|, |A · X|+ |B · X|
}
(2.1.1)
para todo X ∈ R3, es una norma sobre R3.
Demostracio´n. Siendo a > 0 y el valor absoluto una funcio´n no negativa, la
aﬁrmacio´n ϕ(X) = 0 es equivalente al sistema de ecuaciones lineales
A · X = 0 , B · X = 0 , C · X = 0 ,
para el cual det(A, B, C ) = 0 por ser A, B y C linealmente independientes. La
solucio´n u´nica del sistema es, por tanto, X = 0.
La propiedad ϕ(λX) = |λ|ϕ(X), λ es un escalar, es inmediata de la misma rep-
resentacio´n de ϕ en (2.1.1). Adema´s, por la desigualdad triangular
a
{
|A · (X + Y)|+ |B · (X + Y)|
}
+ |C · (X + Y)| ≤
{
a(|A · X|+ |B ·X|) + |C · X|
}
+
{
{a(|A · Y|+ |B · Y|) + |CY
}
|} ≤ ϕ(X) + ϕ(Y) (Por (2.1.1)) ,
y
|A · (X + Y)|+ |B · (X + Y)| ≤ (|A · X|+ |B · X|) + (|A ·Y|+ |B · Y|)
≤ ϕ(X) + ϕ(Y) (Por (2.1.1)) ,
relaciones que implican
ϕ(X + Y) ≤ ϕ(X) + ϕ(Y)
Concluimos que ϕ es una norma sobre R3.
285
Memorias XV Encuentro de Geometr´ıa y III de Aritme´tica
2.2. Teorema
Sean A, B y C vectores en R3. tales que
∆ = det(A,B,C) = 0 y A · C = B · C = 0 (2.2.1)
Si r > 0 y G es un vector de R3, hagamos

V1 = G +
r
∆
A× C +
(√
2− 1
)
r ||C||−2 C ,
V2 = G +
r
∆
A× C−
(√
2− 1
)
r ||C||−2 C ,
V3 = G +
r
∆
B× C−
(√
2− 1
)
r ||C||−2 C ,
V4 = G +
r
∆
B× C +
(√
2− 1
)
r ||C||−2 C ,
V5 = G + r ||C||−2 C , y
Vi+5 = 2G − Vi , i = 1, . . . , 5
(2.2.2)
Si ϕ es la norma sobre R3 representada en (2.1.1) con
a = 2−
√
2 ,
entonces Sr[G], la esfera cerrada de centro G y radio r, respecto a ϕ, es un
Lambda-dodecaedro af´ın macizo y cerrado, de centro G y ve´rtices V1, . . . ,V10
dispuestos como en la Figura 2, con las siguientes caracter´ısticas
(i) V1 . . .V4, V4 V3 V6 V7 (y sus opuestas respecto a G) son caras rectangulares
del poliedro, por lo cual la recta
←−−−→
V5 V10 es un eje de simetr´ıa del mismo, y as´ı el
paralelep´ıpedo V1 . . .V4 V6 . . .V9 de centro
G =
1
2
(Vi + Vi+5) , i = 1, . . . , 4,
tiene rectangulares las cuatro caras laterales paralelas a dicho eje
(ii) El paralelogramo V1 V4 V7 V8 (y su opuesto respecto a G) es un recta´ngulo
(esto es, V1 . . .V4 V6 . . .V9 es un ortoedro), si y solo si ||A|| = ||B||
(iii) Los planos faciales del poliedro tienen las siguientes representaciones. Las
caras (tria´ngulos y recta´ngulos){
V1 . . .V4 , V3 V6 V7 V4 ,V1 V4 V5 ,
V4 V7 V5 , V7 V8 V5 ,V8 V1 V5 ,
(2.2.3)
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G
V1
V2
V3
V4
V5
V6
V7
V8
V9
V10
Figura 2: G +ϕ−1([0, r]) es un Λ-dodecaedro aﬁn de centro G, para cada r > 0
Fuente: El Autor
esta´n en los planos


(A− B) · (X−G) = r , (A + B) · (X−G) = r ,
(aA− aB+ C) · (X−G) = r , (aA+ aB + C) · (X−G) = r ,
(−aA+ aB+ C) · (X−G) = r , (−aA− aB+ C) · (X−G) = r ,
(2.2.4)
respectivamente.
Los planos faciales de sus correspondientes caras opuestas (y paralelas) respecto
a G, tienen representaciones de la misma forma anterior, cambiando r por −r.
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Demostracio´n. Aplicando propiedades de los determinantes y la relacio´n
(A×B)× (C× D) = (A× B ·D)C− (A×B · C)D, encontramos que
det(V1 −G, V2 −G, V3 −G) =
2r3
∆
(√
2− 1) = 0,
teniendo presente (2.2.1); es decir, G, V1, V2, V3 son af´ın mente independientes
en R3, lo mismo que G′, V′1 ,V
′
2 ,V
′
3 en el Λ-dodecaedro de la Figura 1 (de hecho
no degenerado).
Por tanto existe un u´nico automorﬁsmo af´ın f : R3 → R3 tal que
f(G′) = G, f(V′k) = Vk, k = 1, 2, 3 (2.2.5)
([2] p. 429; [8] p. 8).
Puede veriﬁcarse que los puntos V4, . . . ,V10 deﬁnidos en (2.2.2) son combina-
ciones lineales promedio de G, V1, V2, V3, ana´logas a las correspondientes en
(1.5.1). Por tanto, se sigue de (1.5.1) y (2.2.5) que
f(V′1) = Vi , , i = 1, . . . , 10,
dado que f preserva tales combinaciones. Se sigue, de acuerdo a la deﬁnicio´n 1.4,
que V1 . . .V10 es un Λ-dodecaedro af´ın de centro G y ve´rtices dispuestos como se
muestra en la Figura 2.
A continuacio´n trataremos con los planos faciales de V1 . . .V10:
(A−B) · (V1 −G) = (A−B) ·
{
r
∆
A× C + (√2− 1) r ||C||−2 C
}
(Por (2.2.2))
= − r
∆
B · A× C (Por (2.2.1))
= − r
∆
det(B, A, C) =
r
∆
det(A, B, C) = r
Ana´logamente se prueba que los ve´rtices V2, V3, V4 satisfacen
(A− B) · (X− G) = r. Procediendo de este modo y segu´n (2.2.2), se demuestra
que las caras (2.2.3) del dodecaedro esta´n, respectivamente, en los planos dados
en (2.2.4). Similarmente para los planos faciales de sus caras opuestas.
Consideremos ahora el dodecaedro V1 . . .V10 como un so´lido macizo cerrado C,
esto es,
C = conv{V1 . . .V10} ,
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la envolvente convexa de sus ve´rtices ( [8] p. 158 Theorem 17,2; p.12 Corollary
2.3.1). Siendo cada X en C una combinacio´n convexa de la forma
X =
10∑
j=1
λj Vj =
5∑
j=1
λj Vj +
5∑
j=1
λj+5 Vj+5 =
5∑
j=1
λj Vj
+
5∑
j=1
λj+5 (2G − Vj) (Por (2.2.2))
=
10∑
j=1
λj
{
(Vj −G) + G
}− 10∑
j=1
λj+5
{
(Vj −G)−G
}
=G +
5∑
j=1
(λj − λj+5)(Vj −G),
donde
λ1 + . . . + λ10 = 1 y cada λ1 ≥ 0 ,
se desprende


(X−G) · A = r{(λ3 − λ8) + (λ4 − λ9)} ,
(X−G) · B = r{−(λ1 − λ6)− (λ2 − λ7)} ,
(X−G) · C = r{(√2− 1)[(λ1 − λ6)− (λ2 − λ7)− (λ3 − λ8)]
+(λ4 − λ9) + (λ5 − λ10)} ,
(2.2.6)
expresiones, que de acuerdo a la desigualdad triangular, arrojan
a{|A · (X−G)|+ |B · (X−G)|}+ |C · (X−G)|
≤ a{r(|λ3 − λ8|+ |λ4 − λ9|) + r(|λ1 − λ6|+ |λ2 − λ7|)}
+ r{(1− a)(|λ1 − λ6|+ |λ2 − λ7|+ |λ3 − λ8|+ |λ4 − λ9|) + |λ5 − λ10|}
=
{
a
4∑
j=1
|λj − λj+5|+ (1− a)
4∑
j=1
|λj − λj+5|+ |λ5 − λ10|
}
= r
5∑
j=1
|λj − λj+5| ≤ r(λ1 + . . . + λ10) = r ,
y
|A·(X−G)|+|B·(X−G)| ≤ r
4∑
j=1
|λj−λj+5| ≤ r
5∑
j=1
|λj−λj+5| ≤ r(λ1+. . .+λ10) = r ;
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y por ende, a la luz de (2.1.1), ϕ(X−G) ≤ r, esto es, C ⊆ Sr[G] la esfera cerrada
de centro G y radio r respecto a la norma ϕ.
Por ser ϕ(X−G) una funcio´n real convexa, propia y cerrada, para todo X ∈ R3,
entonces
Fr(Sr[G]) = {X ∈ R3|ϕ(X−G) = r}
( [8] p. 59, Corollary 7.6.1).
Si X ∈ conv{V1, . . . ,V4} ⊆ C existen λ1, . . . , λ4 no negativos, λ1 + . . . + λ4 = 1,
tales que
X = λ1V1 + . . . + λ4V4 + oV5 + . . . + oV10 ,
reducie´ndose las expresiones en (2.2.6) a
(X−G) ·A = r(λ3 + λ4) , (X−G) · B = −r(λ1 + λ2) ,
(X−G) · C = (1− a)r(λ1 − λ2 − λ3 + λ4) ,
lo que implica
a{|A · (X−G)|+ |B · (X−G)|}+ |C · (X−G)|
= a(r|λ3 + λ4|+ r|λ1 + λ2|) + (1− a)r|λ1 − λ2 − λ3 + λ4|
= ar(λ1 + . . . + λ4) + (1− a)r|λ1 − λ2 − λ3 + λ4|
= ar + (1− a)r|λ1 − λ2 − λ3 + λ4| ≤ ar + (1− a)r(λ1 + . . . + λ4) = r ,
y
|A · (X−G)|+ |B · (X−G)| = r(λ1 + . . . + λ4) = r ,
por lo cual, segu´n (2.1.1),
ϕ(X−G) = r y conv{V1, . . . ,V4} ⊆ Fr(Sr[G])
As´ı, utilizando (2.2.6) en general se prueba que todas las caras de C esta´n con-
tenidas en la frontera de Sr[G]. Por tanto
C ⊆ Sr[G] y Fr(C) ⊆ Fr(Sr[G]) (2.2.7)
Si X ∈ Sr[G] ∼ C entonces X es un punto interior de R3 ∼ C por ser C cerrado, y
el segmento GX ⊆ Sr[G] interseca a Fr(C) en un punto P entre G y X ( por ser C
un poliedro convexo), esto es, P in int (Sr[G]) ([8] p. 45 Theorem 6.1) y adema´s
por (2.2.7) P ∈ Fr(Sr[G]) lo cual es imposible. As´ı que Sr[G] ⊆ C.
Teniendo presentes (2.2.1) y (2.2.2) obtenemos
(V4 − V1) · (V2 − V1) = (V7 − V4) · (V3 −V4) = 0 y
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(V7 − V4) · (V1 − V4) = −
r2
∆2
||C||2
(
||A||2 − ||B||2
)
,
expresiones que implican las partes (i) y (ii) del presente teorema. Advirtiendo
que
1
2
(V1 + V7) es el centro del paralelogramo V1 V4 V7 V8, la aﬁrmacio´n sobre
la recta
←−−−−→
V5 + V10 como un eje de simetr´ıa del so´lido proviene de las relaciones
V5 −
1
2
(V1 + V7) = (2−
√
2) (V5 −G) y
(V7 −V4)× (V1 − V4) = −
2r2
∆
(B×C)× (A× C) = 2r
2
∆
C =
2r
∆
(V5 −G) ,
la primera nos da la colinealidad de los puntos
G,
1
2
(V1 + V7), V5 ,
y las otras la ortogonalidad del plano del paralelogramo V1 V4 V7 V8 y la recta←−−−−→
V5 + V10
3. Representacio´n de un Λ-Dodecaedro af´ın da-
do
3.1. Teorema
Sea dado un Λ-dodecaedro af´ın D macizo y cerrado, de ve´rtices V1, . . . ,V10 dis-
puestos como en la Figura 2 y centro
G =
1
2
(Vi + Vi+5) , i = 1, . . . , 5,
con las mismas propiedades consignadas en la (i) parte del Teorema 2.2.
Si
∇ = det(V1 −G, V2 −G, V3 −G) , (3.1.1)
sean los vectores

A = ∇−1(V1 −G)× (V2 −G)
B = −∇−1{(V2 −G)× (V3 −G) + (V3 −G)× (V1 −G)} y
C = 2(
√
2− 1) ||V1 −V2||−2 (V1 − V2)
(3.1.2)
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Entonces, para dichos vectores, D es la esfera cerrada unitaria de centro G res-
pecto a la norma ϕ sobre R3 representada en (2.1.1) con a = 2−√2
Demostracio´n. De acuerdo a la deﬁnicio´n 1.4, D es un poliedro no degenerado y
por tanto el determinante ∇ en (3.1.1) es no nulo. Adema´s, teniendo en mente
las expresiones en (3.1.2) hallamos
∆ = det(A, B, C) = 2(
√
2− 1)∇−1 = 0 y A ·C = B · C = 0
En otras palabras, los vectores A, B, C deﬁnidos en (3.1.2) satisfacen las hipo´tesis
del Teorema 2.2 bajo las cuales consideramos la norma ϕ sobre R3 introducida
en (2.1.1) con a = 2 − √2. Por tanto, su esfera cerrada unitaria S1[G] es un
Λ-dodecaedro af´ın de centro G, de tal manera que remitie´ndonos a las expresiones
en (2.2.2) y a la primera en (1.5.1) (despue´s de cuidadosos ca´lculos vectoriales)
se demuestra que V1, V2 y V3 son tambie´n ve´rtices de S1[G].
Ahora bien, dado que D es la imagen automorfa af´ın de un Λ-dodecaedro, en-
tonces sus ve´rtices (y los de S1[G], segu´n se establecio´ en la demostracio´n del
Teorema 2.2) son combinaciones lineales promedio de G, V1, V2 y V3 correspon-
dientemente ana´logas a las listadas en (1.5.1). Se dimana que los ve´rtices de S1[G]
son, justamente, V1, . . . ,V10, es decir, S1[G] = D
3.2. Ilustracio´n
Consideremos el ∆-dodecaedro V′1 . . .V
′
10 de centro el origen descrito en la ilus-
tracio´n 1.3. Entonces, aludiendo al Teorema 3.1 hallamos
∇ =− 4 , A =1
2
(0,−1, 1) ,
B =
1
2
(0, 1, 1) y C =(1−
√
2) (1, 0, 0) ,
Por tanto, y segu´n la norma ϕ en (2.1.1) con a = 2−√2, como so´lido cerrado el
Λ-dodecaedro tiene la siguiente representacio´n cartesiana
(1+2
√
2)(|x3−x3|+ |x2+x3|)+ 2|x1|+ ||x2−x3|+ |x2+x3| − 2|x1|| ≤ (1+
√
2) ,
condicio´n necesaria y suﬁciente para que un punto (x1, x2, x3) en R
3 este´ en el
so´lido. La igualdad so´lo ocurre en la frontera del poliedro.
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4. Representacio´n del Λ-Dodecaedro
Dado el cara´cter regular de sus caras, el Λ-dodecaedro tiene una representacio´n
cartesiana ma´s sencilla y armoniosa.
4.1. Corolario
Sea D un Λ-dodecaedro macizo y cerrado, de arista b y ve´rtices V1, . . . ,V10 dis-
puestos como en la Figura 2, y centro
G =
1
2
(Vi + Vi+5) , i = 1, . . . , 5
Hagamos 

A = b−2 (V1 − V2 + 2V3 − 2G) ,
B = b−2 (−V1 − V2 + 2G) ,
C = 2(
√
2− 1)b−2 (V1 − V2)
(4.1.1)
Entonces, para dichos vectores, D es la esfera cerrada unitaria de centro G res-
pecto a la norma ϕ sobre R3 representada en (2.1.1) con a = 2−√2
Demostracio´n. Si V′1 . . .V
′
10 es el Lambda-dodecaedro de centro 0 de la ilustracio´n
1.3, segu´n se establecio´ en la demostracio´n del Teorema 3.1, existe un automor-
ﬁsmo af´ın f de R3 tal que f (V′i) = Vi , i = 1, . . . , 10 y f(0) = G. En este caso
θij = ∠ViGVj implica θij = ∠Vi0Vj, por lo cual ca´lculos directos (con los ve´rtices
V′i) como los conducentes a (1.3.2), nos aportan que en general
cos θ12 = − cos θ13 = cos θ23 = −
√
6
6
cos θ =
1
3
,
donde θ es el a´ngulo entre los vectores V′1 × V′2 y V′3, esto es, entre
(V1 −G)× (V2 −G) y V3 −G. Entonces,
det(V1 −G; V2 −G, V3 −G) (4.1.2)
= {V1 −G)× (V2 −G)} · (V3 −G) = ||(V1 −G)× (V2 −G)|| ||V3 −G|| cos θ
= −
√
6
3
R
√
R4 − R
4
9
(Identidad de Lagrange)
= −4
√
3
9
R3 = −b
3
2
,
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donde R=
√
3b
2
es el circunradio del cubo V1 . . .V4 V6 . . .V9. As´ı, existen es-
calares s, t y u tales que
(V1 −G)× (V2 −G) = s(V1 −G) + t(V2 −G) + u(V3 −G)
Multiplicando interiormente ambos miembros de esta ecuacio´n, sucesivamente por
Vi − G , i = 1, 2, 3, obtenemos, respectivamente, las siguientes tres ecuaciones
simulta´neas 

s− t− 3u = 2b
3s + t− u = 0
s + 3t + u = 0 ,
resolviendo el sistema obtenemos s = −t = u
2
= − b
2
, es decir,
(V1 −G)× (V2 −G) =
b
2
(V1 − V2 − 2V3 + 2G)
Procediendo ana´logamente encontramos
(V2 −G)× (V3 −G) =
b
2
(−2V1 + V2 − V3 + 2G) y
(V3 −G)× (V1 −G) =
b
2
(V1 − 2V2 + V3)
Sustituyendo estos valores y vectores en (3.1.2) arribamos a (4.1.1)
5. Estereometr´ıa del Λ-Dodecaedro af´ın
5.1. Teorema
Sea dado un Λ-dodecaedro af´ın D con las mismas hipo´tesis y notacio´n (3.1.1) del
Teorema 3.1. Hagamos

W1 = (V1 −G)× (V2 −G)− (V2 −G)× (V3 −G) + (V3 −G)× (V1 −G) ,
W2 = (V1 −G)× (V2 −G)− (V2 −G)× (V3 −G)− (V3 −G)× (V1 −G) ,
W3 = −(V1 −G)× (V2 −G)− (V2 −G)× (V3 −G)− (V3 −G)× (V1 −G) ,
(5.1.1)
Denotemos por L a la matriz cuadrada no singular de orden tres cuya i-e´sima
columna es WTi . Entonces
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(i) La ecuacio´n del circunelipsoide de D (el elipsoide donde esta´ inscrito D) es
(X−G)L LT (X−G)T = 3∇2 , (5.1.2)
donde LT (y similares) es la transpuesta de L
(ii) Si f es el automorﬁsmo af´ın de R3 representado por
f(X) = ∇−1(X−G) L ,X ∈ R3, (5.1.3)
entonces f(D) es ¡ justamente! el λ-dodecaedro de ve´rtices f(Vi) = V
′
i,
i = 1, ..., 10, de la ilustracio´n 1.3
(iii) El volumen de D es
2
3
(3 +
√
2)|∇|
En particular, si D es un Λ-dodecaedro de arista b, entonces su volumen es
1
3
(3 +
√
2)b3.
Demostracio´n. Dado que
detL = detLT = det(W1,W2,W3) = −4∇2 = 0 ,
entonces L es no singular y L LT es una matriz sime´trica positivamente deﬁnida,
por lo cual (5.1.2) es, en efecto, la ecuacio´n de un elipsoide de centro G ([9] pp.
282 - 285).
Las expresiones
(X−G)L LT (X−G)T = ||(X−G)L||2 ,
(X−G)L = ((X−G) ·W1 , (X−G) ·W2, (X−G) ·W3) ,
y las dadas en (5.1.1) pueden utilizarse para probar que los ve´rtices V1,V2 y V3
satisfacen la ecuacio´n (5.1.2). Para veriﬁcar que los otros ve´rtices V4, . . . ,V10 de
D tambie´n la satisfacen, nos remitimos a sus correspondientes representaciones
lineales en (1.5.1).
Procediendo as´ı tambie´n se demuestra, teniendo presente (5.1.3), que f(Vi) = V
′
i,
i = 1, . . . , 10, los ve´rtices del Λ-dodecaedro de la ilustracio´n 1.3
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Ahora consideremos en la Figura 1 la pira´mide de a´pice V′5 y base el cuadra-
do V′1 V
′
4 V
′
7 V
′
8 de centro C. Su volumen es, de acuerdo al Λ-dodecaedro de la
ilustracio´n 1.3,
1
3
· 22 ·
√
6
3
R (Por (1.5.5))(
2
3
)2√
6
(√
3 · 2
2
)
=
4
3
√
2,
donde R es el circunradio del cubo V′1 . . .V
′
4 V
′
6 . . .V
′
5, cuyo volumen es 2
3. Por
esto el volumen del Λ-dodecaedro V′1 . . .V
′
10 es
23 + 2
(
4
3
√
2
)
=
8
3
(3 +
√
2),
y por ende
8
3
(3 +
√
2) = v| det(∇−1L)| = 4v|∇|−1 ,
donde v es el volumen de D ([1] p. 243, Corollary). En particular, si D es un
Λ-dodecaedro de arista b, entonces segu´n (4.1.2), ∇ = −b
3
2
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